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Abstrak 

Berkat bilangan dan konstanta yang telah Livioulle kembangkan, Joseph Liouville telah 

menemukan rumusan teorema Liouville yang pada akhirnya juga digunakan untuk menurunkan 

suatu rumus mengenai ukuran keirasioanlan bilangan yang didefinisikan seberapa dekat x dapat 

diperkirakan dalam bilangan rasional. Hasil yang telah dikembangkan oleh Joseph Liouville 

kemudian di telaah oleh Erdoss dan Strauss pada tahun 1974 yang telah berhasil membuktikan 

keirasionalan dan rasional yang bersifat bebas dari beberapa jenis deret. Selain itu, hasil dari 

Joseph Liouville juga ditelaah oleh Borwein pada tahun 1991 dan 1992 yang mengemukakan 

bahwa ada beberapa deret yang irasional tetapi bukan bilangan Liouville. Selanjutnya oleh 

Jaroslav Hancl dan Ferdinand Filip yang telah berhasil merumuskan dua kriteria batas bawah 

ukuran keirasionalan pada barisan tertentu. Penelitian ini dilakukan dengan mengambil sumber 

data berupa sumber data sekunder untuk mengkaji ukuran kerasionalan pada bilangan real.Dari 

definisi dan teorema serta lemma yang diambil lalu dilakukan analisis pada setiap definisi dan 

teorema serta lemma yang diambil. Analisis dilakukan dengan berbagai langkah pembuktian 

dalam matematika. Langkah – langkah ini juga mengambil proposisi-proposisi untuk melakukan 

analisis lebih lanjut. Dari hasil dan pembahasan yang dianalisis pada Bab IV telah berhasil 

membuktikan tentang kajian ukuran keirasionalan pada barisan bilangan real. Hal ini telah 

dilakukan pembuktian-pembuktian yang dapat meyakinkan bahwa suatu bilangan irasional itu ada 

pada suatu bilangan real yang sulit didefinisikan. 
 
Kata Kunci: Ukuran Keirasionalan, Barisan Bilangan Real 
 

Abstract 

Thanks to the numbers and constants that Livioulle had developed, Joseph Liouville had 

discovered the formulation of Liouville's theorem which was eventually also used to derive a 

formula for the measure of the irrationality of numbers which defines how closely x can be 

estimated in rational numbers. The results that have been developed by Joseph Liouville were then 

reviewed by Erdoss and Strauss in 1974 who have succeeded in proving irrationality and 

rationality that are independent of several types of series. In addition, the results of Joseph 

Liouville were also studied by Borwein in 1991 and 1992 who suggested that there are some 

irrational series but not Liouville numbers. Furthermore, by Jaroslav Hancl and Ferdinand Filip 

who have succeeded in formulating two lower limit criteria for the measure of irrationality in 

certain sequences. This research was conducted by taking data sources in the form of secondary 

data sources to examine the measure of rationality in real numbers. The analysis is carried out 

with various proof steps in mathematics. These steps also take propositions for further analysis. 

From the results and discussion analyzed in Chapter IV, it has succeeded in proving the study of 

the size of irrationality in the sequence of real numbers. This has been done by proofs that can 

ensure that an irrational number exists in a real number that is difficult to define. 

Keyword: Irrationality Measures, Real Number Sequences 
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Pendahuluan  

Secara umum,bilangan dapat dibagi atas dua bagian yaitu bilangan real dan bilangan 

imajiner. Pada bagian bilangan real, dibagi lagi menjadi dua golongan yaitu golongan bilangan 

rasional dan golongan bilangan irrasional. Setiap golongan dibagi lagi atas beberapa bagian yaitu 

pada golongan bilangan real dibagi atas bilangan bulat dan bilangan pecahan, sedangkan pada 

golongan bilangan irasional dibagi atas bilangan aljabar dan bilangan transendental. 

Pada paper Leibniz pada tahun 1682, dimana Euler adalah orang pertama yang telah berhasil 

mendefinisikan bilangan transendental sebagai bilangan yang bukan merupakan akar persamaan 

polinomial tak konstan dengan koefisien rasional serta telah membuktikan bahwa sin x bukan 

merupakan fungsi aljabar dari x. 

Pada tahun 1844 definisi mengenai bilangan transendental dikembangkan oleh Joseph 

Liouville yang telah berhasil membuktikan tentang bilangan transendental. Bahkan pada tahun 

1851 Joseph Liouville berhasil menentukan konstanta penting yang kemudian dikenal sebagai 

konstanta Liouville. Kemudian Liouville mengembangkannya menjadi definisi bilangan Liouville 

serta mampu menunjukkan bahwa bilangan Liouville merupakan bilangan transendental. 

Berkat bilangan dan konstanta yang telah Livioulle kembangkan, Joseph Liouville telah 

menemukan rumusan teorema Liouville yang pada akhirnya juga digunakan untuk menurunkan 

suatu rumus mengenai ukuran keirasioanlan bilangan yang didefiniskan seberapa dekat x dapat 

diperkirakan dalam bilangan rasional. 

Hasil yang telah dikembangkan oleh Joseph Liouville kemudian di telaah oleh Erdoss dan 

Strauss pada tahun 1974 yang telah berhasil membuktikan keirasionalan dan rasional yang bersifat 

bebas dari beberapa jenis deret. Selain itu, hasil dari Joseph Liouville juga ditelaah oleh Borwein 

pada tahun 1991 dan 1992 yang mengemukakan bahwa ada beberapa deret yang irasional tetapi 

bukan bilangan Liouville. Selanjutnya oleh Jaroslav Hancl dan Ferdinand Filip yang telah berhasil 

merumuskan dua kriteria batas bawah ukuran keirasionalan pada barisan tertentu. 

Dilihat dari sejarahnya, penemu bilangan irrasional adalah Hippasus dari Metapontum (500 

SM). Namun, karena penemuannya tersebut menyebabkan kematiaannya karena Pythagoras 

menganggap Hippasus menganut petuah sesat dan mengakibatkan hukuman mati pada Hippasus. 

Namun, dalam doctore in Absentia-nya di tahun 1799 Gauss memberikan bukti teorema 

fundamental aljabar yang menyatakan bahwa tiap-tiap dari polinomial variabel tunggal bukan 

konstanta dengan koefisien kompleks memiliki sangat sedikit atau setidaknya satu akar kompleks. 

Sayangnya hal itu juga menuai konflik dan polemik pada saat itu. 
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Upaya Gauss dalam membuktikan konsep mengenai bilangan kompleks untuk adanya 

bilangan irasional disana banyak diperdebatkan, dengan contoh bilangan irasional yaitu √−𝑥 =

𝑖√𝑥. Dari contoh tersebut Gauss berhasil membuktikan bilangan irasional yang sebelumnya 

dianggap bilangan selang berada dan tiada menjadi dapat diperkirakan. 

Pada abad ke-19 Abraham de Moivre dan Leonhard Euler, telah membagi bilangan irasional 

menjadi bilangan aljabar dan bilangan transenden. Bukti keberadaan bilangan transenden ini 

sebenarnya sudah lama diperkirakan oleh Euclid. Akhirnya, tulisan ini telah di akui melalui 

tulisan-tulisan Joseph Louis Lagrange. Dirichlet juga telah menambahkan bahwa dalam teori ini 

juga telah banyak sekali kontributor untuk penerapan mengenai pembahasan ini. 

Jadi, dapat disimpulkan bahwa bilangan irasional adalah bilangan yang sulit untuk 

dipecahkan atau sulit untuk dibagi yang mana dalam hal ini hasil bagi nya tak terhenti. Maka jelas 

bahwa bilangan irasional tidak sama dengan bilangan rasional yang dapat dikemukan sebagai 
𝑎

𝑏
 

dengan a dan b sebagai bilangan bulat dan  𝑏 ≠ 0 . contoh yang sangat terkenal dari bilangan 

irasional yaitu 𝜋, √2, 𝑑𝑎𝑛 𝑒. 

Selain itu, ada juga pengertian dari bilangan transendental dan bilangan Liouville. Bilangan 

transendental adalah bilangan real yang bukan merupakan akar dari persamaan polinomial tak 

konstan dengan koefisien bilangan rasional. Untuk bilangan Liouville adalah suatu bilangan yaitu 

x dimana untuk setiap bilangan bulat positif misalnya terdapat bilangan bulat p dan q yang besar 

daripada 1 (q>1) sehingga memenuhi pertidaksamaan 0 < |𝑥 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞𝑛 . 

Berdasarkan pemaparan diatas, dalam tugas karya ilmiah ini peneliti akan membahas 

masalah teorema-teorema yang menguatkan mengenai ukuran keirasionalan pada barisan bilangan 

real dan bagaimana pembuktiannya pada ukuran keirasionalan pada  barisan bilangan real. 

 

Metode Penelitian 

Dalam penelitian ini menggunakan metode penelitian berupa literatur pustaka, dengan 

tahapan-tahapan sebagai berikut: a) Mencari sumber-sumber terpercaya dari e-book dan beberapa 

jurnal, b) memahami dan menganalisa definisi ukuran keirasionalan, c) mengkaji ukuran 

keirasionalan pada barisan bilangan real, d) menuliskan hasil dari analisa dan kajian yang 

dilakukan. Pada penelitian ini peneliti mengambil sumber data berupa sumber data sekunder untuk 

mengkaji ukuran kerasionalan pada barisan bilangan real. Sumber data sekunder menurut (S. 

Nasution; 2012) adalah sumber bahan bacaan, berupa surat-surat pribadi, dokumen-dokumen 
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resmi, buku-buku, hasil-hasil penelitian yang berwujud laporan, dan sebagainya. Jadi dapat 

dikatakan bahwa sumber data sekunder adalah sumber data yang  mendukung dalam penelitian 

yang mana sumber data sekunder ini diperoleh dari penelitian yang telah ada sebelumnya. 

 

Hasil dan Pembahasan  

a. Ukuran Keirasionalan pada Bilangan Real 

Adapun definisi dan teorema yang digunakan pada pembahasan kali ini adalah sebagai 

berikut: 

Definisi : 

Jika 𝜉 adalah bilangan irasional, maka bilangan  

𝑞 → ∞, 𝑞 ∈ 𝑁𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝 (𝑚𝑖𝑛 𝑝 ∈ 𝑁 |𝜉 −
𝑝

𝑞
|)

−1

    

Disebut ukuran keirasionalan dari bilangan 𝜉. 

 

Teorema : 

Setiap bilangan irasional memiliki ukuran keirasionalan lebih besar atau sama dengan 2. 

Jadi, setiap bilangan irasional itu memiliki ukuran dari keirasionalan yang harus lebih besar atau 

sama dengan dua sesuai dengan definisi yang telah dituliskan. 

b. Kriteria Keirasionalan Barisan pada Bilangan Real  

 Adapun definisi dan lemma yang digunakan pada pembahasan kali ini adalah sebagai 

berikut : 

Definisi 1 : 

 Diberikan {𝑥𝑛}∞ 𝑛 = 1 adalah suatu barisan pada bilangan real yang positif. Jika untuk 

setiap barisan pada bilangan positif {𝐶𝑛}∞ 𝑛 = 1 dimana jumlahan dari deretnya adalah 

sebagai berikut : 

∑
1

𝑥𝑛𝑐𝑛

∞

𝑛=1

 

Yang merupakan bilangan irasional, maka barisan pada {𝑥𝑛}∞ 𝑛 = 1  

yang diberikan tadi adalah suatu bilangan irasional. Jika {𝑥𝑛}∞ 𝑛 = 1 yang diberikan tadi 

bukanlah suatu bilangan irasional melainkan bilangan yang rasional. 

Definisi 2 : 
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  Selain definisi diatas, ada juga definisi yang menyatakan suatu ukuran keirasionalan dari 

barisan {𝑥𝑛}∞ 𝑛 = 1 , yaitu : 

𝑖𝑛𝑓

{𝐶𝑛}
∞

𝑛 = 1

lim 𝑠𝑢𝑝
∈ 𝛩 𝑞 → ∞, 𝑞 ∈ 𝑁

log𝑞 (
𝑚𝑖𝑛

𝑝 ∈  𝑁
|∑

1

𝑥𝑛𝑐𝑛
−

𝑝

𝑞

∞

𝑛=1

|)

−1

 

 Definisi diatas merupakan suatu definisi dari keirasionalan suatu barisan pada bilangan 

real. Dimana suatu bilangan irasional telah dapat terbukti bahwa bilangan  irasional itu ada 

pada bilangan real dengan definisi diatas. 

Teorema : 

 Diberikan 𝜀 dan H adalah dua bilangan yang positif dengan H > 1. Jika 

{𝑟𝑛}
∞

𝑛 = 1
dan {𝑠𝑛}

∞
𝑛 = 1

adalah dua barisan yang positif dengan {𝑟𝑛}
∞

𝑛 = 1
tidak turun dan 

juga memenuhi 
lim 𝑠𝑢𝑝
𝑛 → ∞ 

𝑎𝑛

1

(𝐻+1)𝑛 > 1 dan untuk setiap bilangan yang positif maka 

berlaku𝑟𝑛 > 𝑛1+𝜀𝜀, lalu untuk setiap bilangan real positif dalam bentuk 𝛽 berlaku 𝑏𝑛 =

𝑂(𝑎𝑛
𝛽

), maka barisan {
𝑟𝑛

𝑠𝑛
}

∞
𝑛 = 1

merupakan barisan irasional dengan ukuran 

keirasionalannya lebih besar atau sama dengan max(2,H). 

 Dengan teorema diatas maka dapat dapat dilihat keirasionalannya pada barisan 

bilangan real yang dibuktikan dengan menggunakan metode kontradiksi , yaitu sebagai 

berikut : 

Bukti : 

Asumsikan 𝜇 ({𝑟𝑛}
∞

𝑛 = 1
) < 𝐻,dimana 𝜇({𝑥𝑛})menyatakan ukuran dari keirasionalan dari 

barisan {𝑥𝑛},  maka : 

𝜇 ({𝑟𝑛}
∞

𝑛 = 1
) < 𝐻 − 𝐻1; 𝐻1 ∈ 𝑅, 𝐻1 → 0, 

∴ 𝐻1 < 𝑚𝑖𝑛 (𝐻 − 1,
𝜀

1 + 𝜀
) ; ∀𝜀 ∈ 𝑅. 

Dimana dapat juga diasumsikan 
𝐻1

𝐻
= 𝜀,1 → 𝐻𝜀1 = 𝐻1.. 

Untuk 𝑠𝑛 = 𝑂 (
𝜀1

𝑟𝑛
) , ; 𝛽 ∈  𝑅+, 𝑎𝑚𝑏𝑖𝑙 𝜀1 <

𝜀

1+𝜀
; 𝜀, 𝜀1 ∈  𝑅+, 

→ 𝜀1∁ 𝛽, 𝑠𝑒ℎ𝑖𝑛𝑔𝑔𝑎 𝑏𝑒𝑟𝑙𝑎𝑘𝑢 ∶ 

𝑠𝑛 = 𝑂(𝜀1 𝑟𝑛 ),  𝜀1 <
𝜀

1 + 𝜀
; 𝜀, 𝜀1 ∈  𝑅+. ∎ 
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Ini telah membuktikan bahwa {𝑟𝑛}∞ 𝑛 = 1 merupakan barisan irasional berdasarkan 

pembuktian kontradiksi diatas. Dimana 𝐻(1 − 𝜀1) = 𝐻 − 𝐻𝜀1 = 𝐻 − 𝐻1, dengan hal inilah 

terjadi suatu kontradiksi. Sehingga ini harus dengan syarat yaitu 𝜇 ({𝑟𝑛}
∞

𝑛 = 1
) ≥ 𝐻 

sehingga diperoleh 𝜇 ({𝑟𝑛}
∞

𝑛 = 1
) ≥ max(2, 𝐻) . ∎ 

Lemma 1 : 

 Diberikan 𝜀1adalah suatu bilangan real yang positif dengan 𝜖1 < 1. Jika {𝑟𝑛}∞ 𝑛 = 1 dan 

{𝑠𝑛}∞ 𝑛 = 1 merupakan dua barisan bilangan bulat yang positif dimana  {𝑟𝑛}∞ 𝑛 = 1 tidak 

menurun atau turun, sehingga memenuhi bahwa 𝑠𝑛 = 𝑂(𝜀1 𝑟𝑛 ) maka 𝑟𝑛 > 2𝑛dimana untuk 

setiap n yang cukup besar, maka untuk setiap 𝜀2dengan 𝜀2 > 𝜀1 dimana n suatu bilangan yang 

cukup besar maka berlaku : 

∑
𝑠𝑛 + 𝑖

𝑟𝑛 + 𝑖

∞

𝑖=0

≤
1

𝑟𝑛
1−𝜖2

 

  

Dengan definisi yang telah ditunjukkan bahwa adanya bilangan irasional pada barisan 

bilangan real serta pembuktian yang kontradiksi telah membuktikan bahwa teorema tersebut 

menyatakan  bahwa keirasionalan pada suatu bilangan real itu ada. Ditambah juga dengan 

adanya lemma yang telah menunjukkan bahwa keirasionalam pada bilangan real itu berlaku. 

 

c. Akibat-Akibat Kriteria Batas Bawah Ukuran Keirasionalan pada Barisan Bilangan Real 

Berdasarkan dua kriteria batas bawah ukuran keirasionalan pada barisan bilangan real, jika 

ditambahkan persyaratan baru menghasilkan dua akibat. 

Akibat 1 

Diberikan ε1 dan S bilangan real positif dengan S(1 - ε1)>2. Jika {an}n=1
∞  dan {bn}n=1

∞  adalah dua 

barisan bilangan bulat positif dimana {an}n=1
∞  tidak turun, dengan 

   n→∞
lim sup

an
1/(S+1)n

> 1 danbn = 𝑜(𝑎𝑛
ε1), maka 

barisan{
an

bn
}

n=1

∞
mempunyai ukuran keirasionalan lebih besar atau sama dengan S(1 - ε1). 

Bukti : 
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Sesuai dengan teorema, karena {an}n=1
∞  dan {bn}n=1

∞  memenuhi sifat {an}n=1
∞  tidak turun, dan 

n→∞
lim sup

an
1/(S+1)n

> 1, sertabn = 𝑜(𝑎𝑛
ε1) maka 

 µ({
an

bn
}

n=1

∞
) ≥ max(2,S(1 - ε1)), 

dimana µ({xn}) menyatakan ukuran keirasionalan dari baris {xn}. 

Karena S(1 - ε1)>2 ; ε1, S∈ ℝ+, maka 

  µ({
an

bn
}

n=1

∞
) ≥ S(1 - ε1), sehingga terbukti.. 

Akibat 2 

Diberikan S adalah suatu bilangan real positif dengan S > 2. Jika {an}n=1
∞  dan {bn}n=1

∞  adalah 

dua barisan bilangan positif dimana {an}n=1
∞  tidak turun, dengan n→∞

lim sup
an

1/(S+1)n

> 1, dan 

bn = 𝑜(𝑎𝑛
ε1) untuk setiap bilangan real positif  β, maka barisan {

an

bn
}

n=1

∞
 mempunyai ukuran 

keirasionalan lebih besar atau sama dengan S. 

Bukti: 

Karena {an}n=1
∞  dan {bn}n=1

∞  memenuhi sifat-sifat : {an}n=1
∞  tidak turun, dan 

n→∞
lim sup

an
1/(S+1)n

> 1, sertabn = 𝑜(𝑎𝑛
ε1) maka 

 µ({
an

bn
}

n=1

∞
) ≥ max(2,S), 

dimana µ({xn}) menyatakan ukuran keirasionalan dari baris {xn}. 

Karena S > 2; S∈ ℝ+, maka 

  µ({
an

bn
}

n=1

∞
) ≥ S, sehingga terbukti. 

 

d. Proposisi-proposisi yang Berkaitan dengan Akibat-Akibat Kriteria Batas Bawah Ukuran 

Keirasionalan pada Barisan Bilangan Real  

Apabila dua kriteria batas bawah ukuran keirasionalan barisan bilangan real diaplikasikan 

dengan syarat khusus pada barisan tertentu maka akan menghasilkan beberapa proposisi, yaitu: 

Proposisi 1 

Diberikan K suatu bilangan bulat positif dengan K(1 −
1

𝑙𝑜𝑔2𝑒 
)˃ 2. Jika lcm (x1,x2,…,xn) 

menyatakan kelipatan persekutuan terkecil dari bilangan x1,x2,…,xn, maka barisan 
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{
𝑙𝑐𝑚(1,2,…,(𝐾+1)𝑛)+𝑛 

2(𝐾+1)𝑛)+ 𝑛2 }
𝑛=1

∞

 mempunyai ukuran keirasionalan lebih besar atau sama dengan 

K(1 −
1

𝑙𝑜𝑔2 𝑒 
). 

Bukti: 

Dari barisan {
𝑙𝑐𝑚(1,2,…,(𝐾+1)𝑛)+𝑛 

2(𝐾+1)𝑛)+ 𝑛2 }
𝑛=1

∞

diketahui terdapat dua barisan bilangan bulat positif {𝑎𝑛}𝑛=1
∞  

dan {𝑏𝑛}𝑛=1
∞  dengan {𝑎𝑛}𝑛=1

∞  tidak turun, yaitu 𝑎𝑛=lcm(1,2,…,(𝐾 + 1)𝑛) + n dan 𝑏𝑛= 2(𝐾+1)𝑛
+𝑛2. 

Kemudian ditunjukkan bahwa 𝑎𝑛 dan 𝑏𝑛 memenuhi :  

1. 
lim 𝑠𝑢𝑝
𝑛 → ∞ 

𝑎𝑛
1 (𝑆+1)𝑛⁄ > 1 

2. 𝑏𝑛= 0(𝑎𝑛
𝜀1 ) 

Untuk syarat 1: 

lim sup
𝑛 → ∞ 

(𝑙𝑐𝑚(1,2, … , (𝐾 + 1)𝑛) + 𝑛)1 (𝑆+1)𝑛⁄  

= 
inf

𝑘 ≥ 1 

sup
𝑛 ≥ 𝑘 

(lcm(1,2,…,(𝐾 + 1)𝑛) + 𝑛)1 (𝑆+1)𝑛⁄  

=
inf

𝑘 ≥ 1 
(lcm(1,2,…,(𝐾 + 1)𝑘) + 𝑘)1 (𝑆+1)𝑘⁄  

=(lcm(1,2,…,(𝐾 + 1)𝑘) + 𝑘)1 (𝑆+1)𝑘⁄  ; k ≥ 1 

Karena kelipatan persekutuan terkecil dari bilangan bulat positif adalah bilangan bulat positif, 

maka lcm(1,2, … (𝐾 + 1)𝐾)≥ 1, sehingga lcm(1,2, … (𝐾 + 1)𝑘) + k> 1, dan berakibat 

(lcm(1,2,…,(𝐾 + 1)𝑘) + 𝑘)1 (𝑆+1)𝑘⁄ > 1, sehingga syarat 1 terpenuhi.  

Untuk syarat 2, 𝑏𝑛= 0(𝑎𝑛
𝜀1) artinya terdapat suatu bilangan real M sehingga |𝑏𝑛| ≤ M|𝑎𝑛

𝜀1|. Karena 

untuk 𝑎𝑛 =lcm(1,2, … , (𝐾 + 1)𝑛) + n dan 𝑏𝑛=2(𝑘+1)𝑛
 + n2 terdapat suatu bilangan real M yang 

memenuhi  

|2(𝑘+1)𝑛+𝑛2
|≤ 𝑀|(lcm(1,2, … , (K + 1)n) + 𝑛)𝜀1| 

|𝑏𝑛| ≤ 𝑀|𝑎𝑛
𝜀1|, maka syarat dua terpenuhi. Oleh karena itu maka contoh tersebut sesuai dengan 

akibat, K(1 −
1

𝑙𝑜𝑔2 𝑒 
) > 2 ≅ 𝑆(1 − 𝜀1) > 2, yang artinya S = K dan 𝜀1 = 

1

𝑙𝑜𝑔2  𝑒
. Sehingga, 

({
𝑎𝑛

𝑏𝑛
}

𝑛=1

∞
) ≥ 𝑆(1 − 𝜀1) 

= K(1 −
1

𝑙𝑜𝑔2 𝑒 
) dan proposisi tersebut terbukti.  

Proposisi 2  
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Diberikan S suatu bilangan bulat positif dengan S > 2. Jika diasumsikan 𝜋(𝑥) adalah 

bilangan prima yang lebih kecil atau sama dengan x, maka barisan  

{𝜋((𝑆 + 1)𝑛)! + 1}𝑛=1
∞  

mempunyai ukuran keirasionalan lebih besar atau dengan S.  

Bukti: 

Dari barisan {𝜋((𝑆 + 1)𝑛)! + 1}𝑛=1
∞  diketahui terdapat dua barisan bilangan bulat positif {𝑎𝑛}𝑛=1

∞  

dan {𝑏𝑛}𝑛=1
∞  dengan {𝑎𝑛}𝑛=1

∞  tidak turun, yaitu 𝑎𝑛 =  𝜋((𝑆 + 1)𝑛)! + 1 dan 𝑏𝑛 = 1. 

Kemudian ditunjukkan bahwa 𝑎𝑛 dan 𝑏𝑛 memenuhi: 

1. 
lim sup
𝑛 → ∞ 

𝑎𝑛
1 (𝑆+1)𝑛>1 ⁄

 

2. 𝑏𝑛 = 0(𝑎𝑛
𝛽

) 

 

Untuk syarat 1:  

lim sup
𝑛 → ∞ 

(𝜋((𝑆 + 1)𝑛)! + 1)1 (𝑆+1)𝑛⁄  

= 
𝑖𝑛𝑓

𝑘 ≥ 1 

sup
𝑛 ≥ 𝑘 

(𝜋((𝑆 + 1)𝑛)! + 1)1 (𝑆+1)𝑛⁄  

= 
𝑖𝑛𝑓

𝑘 ≥ 1 
(𝜋((𝑆 + 1)𝑘)! + 1)1 (𝑆+1)𝑘⁄  

= (𝜋((𝑆 + 1)𝑘)! + 1)1 (𝑆+1)𝑘⁄  ; k ≥ 1 

Karena bilangan prima terkecil adalah 2, maka 𝜋((𝑆 + 1)𝑘)! > 1, sehingga 𝜋((𝑆 + 1)𝑘)! + 1 >

1, dan berakibat (𝜋((𝑆 + 1)𝑘)! + 1)1 (𝑆+1)𝑘⁄ > 1 sehingga syarat 1 terpenuhi.  

Untuk syarat 2:  

𝑏𝑛 = 0(𝑎𝑛
𝛽

) artinya ∀𝜀 > 0∃𝑁 ∋ |𝑏𝑛| ≤ 𝜀|𝑎𝑛
𝛽

|; ∀𝑛 ≥ 𝑁, atau untuk 𝑎𝑛 ≠ 0 berlaku 

lim
𝑛 → ∞ 

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝛽 = 0. Karena untuk 𝑎𝑛 =  𝜋((𝑆 + 1)𝑛)! + 1 dan 𝑏𝑛 = 1 berlaku 𝑎𝑛

𝛽
> 𝑏𝑛, maka 

: 

lim
𝑛 → ∞ 

1

(𝜋((𝑆 + 1)𝑛)! + 1)𝛽
= 0 

 

lim
𝑛 → ∞ 

𝑏𝑛

𝑎𝑛
𝛽

= 0 

maka syarat dua terpenuhi.  

Oleh karena itu, maka contoh tersebut bersesuaian dengan S > 2 ≅ 𝑆 > 2 
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Sehingga sesuai dengan akibat  𝜇 ({
𝑎𝑛

𝑏𝑛
}

𝑛=1

∞
) ≥ 𝑆, proposisi terbukti.  

 

Proposisi 3  

Diberikan K adalah suatu bilangan bulat positif dengan K> 3. Juga diberikan [𝑥] adalah bilangan 

bulat terbesar yang lebih kecil atau sama dengan x, maka barisan  

{
2𝑛+(𝐾+1)22[𝑙𝑜𝑔2𝑙𝑜𝑔2 𝑛]

+𝑛2

21+(𝐾+1)2
2[𝑙𝑜𝑔2𝑙𝑜𝑔2𝑛]

+ 𝑛

}

𝑛=1

∞

 

 

mempunyai ukuran keirasionalan lebih besar atau sama dengan 
2𝑘

3
. 

Proposisi 4 

Diberikan K adalah suatu bilangan positif dengan K > 2 maka barisan 

{
2𝑛+(𝐾+1)22[𝑙𝑜𝑔2𝑙𝑜𝑔2 𝑛]

+𝑛!

2𝜋+(𝐾+1)2
2[𝑙𝑜𝑔2𝑙𝑜𝑔2𝑛]

+ 𝑛𝑛

}

𝑛=1

∞

 

 

mempunyai ukuran keirasionalan lebih besar atau sama dengan K. 

 

 

Contoh : 

Diberikan masalah dengan syarat batas 𝜋 > 0 untuk y’(x)+𝜋y(x)=0 dengan nilai awal y’(1)=−𝜋 

dan y(1)=-1. 

 

Solusi : 

Pada suatu barisan bilangan real dengan 𝜋 > 0 , maka : 

𝑦(𝑥) = 𝑅 (𝜋𝑥)  + 𝑆 𝑠𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑛 (𝜋𝑥)  
Sehingga y’(x) = −𝑅𝜋𝑥 +  𝑆𝜋 = 𝑆 𝜋 − 𝑅 𝜋 𝑠𝑖𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑥   

 

Substitusikan : 

1. Untuk y(1) yang artinya ketika x=1 maka y(x)=-1  

𝑦(1) = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠 180 + 𝑆 𝑠𝑖𝑛  180 = −𝑅 𝑑𝑎𝑙𝑎𝑚 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛   
Ini menunjukkan bahwa untuk nilai awal y(1)=-1 benar dengan R adalah suatu konstanta. 

Jika  diambil 𝜋 = 3,141592 … .. maka akan menghasilkan suatu bilangan yang irasional. 

2. Untuk y’(1) yang artinya ketika x=1 maka y’(x)=−𝜋 

𝑦′(1) = 𝑆 𝜋 𝑐𝑜𝑠  𝜋 − 𝑅 𝜋 𝑠𝑖𝑛  𝜋   = −𝜋𝑆 𝑑𝑎𝑙𝑎𝑚 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑛 
Ini menunjukkan bahwa nilai awal y’(1)= −𝜋 benar dan S adalah suatu konstanta. 

Jika diambil untuk 𝜋 = 3,141592 … .. maka akan menghasilkan suatu bilangan irasional. 

 

Kesimpulan 
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Dari definisi dan teorema serta lemma yang diambil dilakukan analisis pada setiap definisi dan 

teorema serta lemma yang diambil. Analisis dilakukan dengan berbagai langkah pembuktian dalam 

matematika. Langkah – langkah ini juga mengambil proposisi-proposisi untuk melakukan analisis 

lebih lanjut. Selain itu telah berhasil membuktikan tentang kajian ukuran keirasionalan pada barisan 

bilangan real. Hal ini telah dilakukan pembuktian-pembuktian yang dapat meyakinkan bahwa suatu 

bilangan irasional itu ada pada suatu bilangan real yang sulit untuk didefinisikan tetapi bilangan 

irasional itu ada. 
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