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1. Pendahuluan 

Kongruensi merupakan aspek dasar yang penting untuk 

berbagai penyelesaian dalam masalah teori bilangan. 

Konsep dari kongruensi adalah memahami pola berulang 

pada suatu sistem bilangan yang melibatkan pembagian 

dan sisa. Solusi penyelesaiannya dapat ditemukan dengan 

berbagai cara. Kongruensi linear dapat diselesaikan 

dengan metode aljabar. Metode aljabar yang digunakan 

adalah penggunaan algoritma pembagian 

dikolaborasikan dengan berbagai sifat pada kongruensi 

linear [1, 2]. Konsep kongruensi juga mengalami 

perkembangan seiring waktu. Konsep kongruensi linear 

terbatas dengan menggunakan konsep jumlah 

Ramanujan telah diperkenalkan [3, 4]. Penerapan dari 

konsep ini dapat dilakukan diberbagai masalah kehidupan 

sehari – hari. Contohnya adalah penentuan kongruensi 

pada lampu lalu lintas, penentuan ISBN pada suatu karya 

tulis, dan pelaksanaan tryout pada aplikasi website [5–7]. 

Sistem kongruensi linear adalah sebuah sistem yang 

terdiri dari lebih satu kongruensi linear yang saling 

berkorespondensi. Berbagai cara untuk menyelesaikan 

sistem kongruensi linear, salah satunya yaitu algoritma 

intelligent inspection dengan memanfaatkan algoritma 

pembagian [8, 9].  Selain itu, Chinese Remainder 

Theorem juga dapat menyelesaikan permasalahan sistem 

kongruensi linear. Tetapi pada konsepnya, diharuskan 

untuk faktor persekutuan terbresar (FPB) dari setiap 

bilangan modulusnya adalah satu [10, 11]. Sistem 

kongruensi linear memiliki penerapan yang luas, sebagai 

contoh pada bidang kriptografi, teori permainan, dan 

dunia komputer. Pada bidang kriptografi, konsep sistem 

kongruensi linear dapat dijumpai Algoritma Rivest 

Shamir Adleman (RSA). Konsep algoritma RSA adalah 

penggunaan dua kunci yang berbeda (private key dan 

public key) [12–15]. Pada teori permainan, berbagai 

permainan yang ada di Indonesia mengambil konsep dari 

sistem kongruensi linear. Sebagai contoh, Permainan lagu 

daerah, NIM, dan Hangaroo berbasis android [16–18]. 

Pada dunia komputer juga dapat diaplikasikan berbagai 

konsep dari sistem kongruensi linear. Pembuatan ujian 

online dan pengenalan berbasis android sebagai 

contohnya [19, 20]. 

Penelitian ini membahas mengenai konsep awal 

dalam pemecahan sistem kongruensi linear pada 

berbagai contoh permasalahan. Pemecahan kongruensi 

linear dapat dilakukan dengan berbagai cara. Pada 

penelitian ini, cara yang digunakan adalah Chinese 

Remainder Theorem, Algoritma Intelligent Inspection 

tipe-I dan Algoritma Intelligent Inspection tipe-II beserta 

penerapannya. Penerapan dari berbagai cara tersebut 
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dikombinasikan dengan penggunaan konsep dari Fermat 

Little’s Theorem dan Wilson Theorem. 

2. Metode Penelitian 

2.1. Kongruensi 

Definisi 1. [8] Untuk bilangan bulat 𝑏, 𝑞, dan untuk 𝑥, 𝑦 ∈

ℤ, dikatakan kongruen ke 𝑏 modulo 𝑞 jika 𝑞|(𝑥 − 𝑦) serta 

tulis 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). Jika 𝑞 ∤ (𝑥 − 𝑦), maka tulis 𝑥 ≢
𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

Catatan: Relasi  𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) dinamakan relasi 

kongruensi atau lebih simpelnya kongruensi. Nilai 𝑞 

muncul dalam kongruensi tersebut dinamakan modulus 

kongruensi. 

Contoh 1. 19 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 4) karena 4|(19 − 3) dan 19 ≢

3 (𝑚𝑜𝑑 5) karena 5 ∤ (19 − 3) 

Teorema 1. [8, 21]Misalkan 𝑥, 𝑦, 𝑧, dan 𝑟 bilangan bulat, 

maka 

i. Sifat refleksif: jika 𝑥 adalah bilangan bulat, maka 
𝑥 ≡ 𝑥 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

ii. Sifat simetris: jika 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞), maka 𝑦 ≡
𝑥 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

iii. Sifat transitif: jika 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) dan 𝑦 ≡

𝑧 (𝑚𝑜𝑑 𝑞), maka 𝑥 ≡ 𝑧 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

iv. Sifat simplifikasi: jika 𝑟 membagi 𝑥, 𝑦, dan q, maka 

𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) konguren ke 𝑥 𝑟⁄ ≡ 𝑦 𝑟⁄  (𝑚𝑜𝑑 𝑞/

𝑟). 

v. Sifat kanselasi: jika FPB(𝑞, 𝑟) = 1, maka 𝑥𝑟 ≡

𝑦𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) berlaku jika dan hanya jika kongruen 

𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). Lebih umum lagi, jika 𝑑 =

FPB(𝑞, 𝑟) maka 𝑥𝑟 ≡ 𝑦𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑞)berlaku jika dan 

hanya jika 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞/𝑟). 

vi. Sifat penjumlahan: jika 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞), maka 𝑥 +
𝑟 ≡ 𝑦 + 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) 

vii. Sifat pengurangan: jika 𝑥 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑛), maka 𝑥 −
𝑟 ≡ 𝑦 − 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) 

viii. Sifat invers: untuk 𝑥 bilangan bulat positif dan 𝑞 ∈ ℤ, 

misalkan 𝑥−1 ∈ ℤ adalah invers perkalian dari 𝑥 

modulo 𝑞 jika 𝑥𝑥−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

Contoh 2. Di bawah ini merupakan contoh dari Teorema 

3 

i. Pilih 𝑥 = 5 ∈ ℤ, maka 5 ≡ 5 (mod 19). 

ii. Pilih 𝑥 = 7, 𝑦 = 1 ∈ ℤ, 7 ≡ 1 (mod 2) maka 1 ≡

7 (mod 2). 

iii. Pilih 𝑥 = 19, 𝑦 = 7, 𝑧 = 1 ∈ ℤ, 19 ≡ 7 (mod 2) 

dan 7 ≡ 1 (mod 2) maka 19 ≡ 1 (mod 2). 

iv. Pilih 𝑟 = 2, 𝑥 = 20, 𝑦 = 16, 𝑐 = 4, maka 20 ≡

16 (mod 4) kongruen ke 10 ≡ 8 (mod 2). 

v. Pilih 𝑟 = 3, 𝑥 = 20, 𝑦 = 16, 𝑞 = 4, gcd(3,4) = 1, 

maka 20 × 3 ≡ 16 × 3 (mod 4) kongruen ke 
20 ≡ 16 (mod 4). 

vi. Pilih  𝑟 = 2, 𝑥 = 20, 𝑦 = 16, 𝑞 = 4, maka 20 +

2 ≡ 16 + 2 (mod 4) kongruen ke 22 ≡
18 (mod 4). 

vii. Pilih  𝑟 = 2, 𝑥 = 20, 𝑦 = 16, 𝑞 = 4, maka 20 −

2 ≡ 16 − 2 (mod 4) kongruen ke 18 ≡
14 (mod 4). 

viii. Pilih 𝑥 = 9, 𝑥−1 = 3, 𝑞 = 26 maka 𝑥𝑥−1 ≡ 9 ⋅
3 (mod 26) ≡ 1 (mod 26) 

Teorema 2. (Teorema Pembagian) [22] Misalkan 𝑥 ≠

0, 𝑦 ∈ ℤ. Terdapat bilangan-bilangan 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ sedemikian 

sehingga 𝑦 = 𝑥𝑞 + 𝑟 dengan 0 ≤ 𝑟 < |𝑥|. Dalam hal ini, 

|𝑥| adalah nilai mutlak dari 𝑥. Lebih jauh, notasi 𝑦 = 𝑥𝑞 +

𝑟 equivalen dengan 𝑦 ≡ 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 𝑞). 

 

2.2. Penyelesaian kongruensi linear 

Kongruensi linear merupakan aspek yang penting dalam 

sistem kongruensi linear. Pada dasarnya, kongruensi 

linear adalah bentuk persamaan yang melibatkan 

hubungan modulus antara kedua bilangan bulat, yang 

mana bertujuan untuk menemukan solusi yang 

memenuhi kondisi kongruensi modulo tertentu. 

Teorema 3. [8] Misalkan 𝑥, 𝑞 ∈ ℤ dengan 𝑞 > 0. 𝑥 

memiliki invers perkalian modulo 𝑞 jika dan hanya jika 𝑥 

dan 𝑞 relatif prima. 

Eksistensi invers perkalian dari 𝑥 modulo 𝑞 hanya 

bergantung pada nilai modulo 𝑞. Yaitu, jika 𝑥 ≡

𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞), maka 𝑥 memiliki invers jika dan hanya jika 𝑦 

juga punya invers. dengan sifat invers, jika 𝑥 ≡

𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞), maka untuk setiap 𝑥−1 berlaku 𝑥𝑥−1 ≡

1(𝑚𝑜𝑑 𝑞) jika dan hanya jika 𝑦𝑥−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) 

Teorema 4. [8] Misalkan 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑞 ∈ ℤ dengan 𝑞 > 0, dan 

misalkan 𝑠 = FPB(𝑥, 𝑞). Jika 𝑠|𝑦 atau 𝑦 𝑠⁄ ∈ ℤ 

kongruensi 𝑥𝑧 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) mempunyai solusi 𝑧0 untuk 

suatu bilangan bulat 𝑧0. Lebih jauh, untuk setiap bilangan 

bulat 𝑧 memiliki solusi jika dan hanya jika 𝑧 ≡ 𝑧0(𝑚𝑜𝑑 𝑞/

𝑠 ) suatu bilangan bulat 𝑧0. Jika 𝑠 ∤ 𝑦, maka kongruensi 

𝑥𝑧 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) sehingga kongruensi tidak memiliki 

solusi suatu bilangan bulat 𝑧0. 

Akibat 1. [8] Misalkan 𝑥, 𝑦, 𝑞 ∈ ℤ dengan 𝑞 > 0. Jika 𝑥 

relatif prima dengan 𝑞, maka kongruensi 𝑥𝑧 ≡ 𝑦 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) 

memiliki solusi 𝑧0. Lebih jauh, untuk setiap bilangan bulat 

𝑧 memiliki solusi jika dan hanya jika 𝑧 ≡ 𝑧0(𝑚𝑜𝑑 𝑞 ). 
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Teorema 5. (Fermat’s Little Theorem) [21] Untuk setiap 

bilangan bulat 𝑧 dan 𝑝 prima, 𝑧𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝). 

Bukti. Misalkan 𝑧 bilangan bulat dan 𝑝 bilangan prima 

maka 𝑧𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝) kongruen ke 𝑧𝑝 ≡ 𝑧 (mod 𝑝). 

Pembuktian dengan  menggunakan induksi matematika, 

1. Langkah Basis 

Untuk 𝑧 = 1. Maka 1𝑝 ≡ 1 (mod 𝑝) benar. Jadi, 

terbukti langkah basis. 

2. Langkah Induksi 

Asumsikan bahwa 𝑧 = 𝑘 atau 𝑧𝑝 ≡ 𝑧 (mod 𝑝) 

bernilai benar. Akan dibuktikan untuk 𝑧 = 𝑘 + 1 

atau (𝑘 + 1)𝑝 ≡ (𝑘 + 1)(mod 𝑝) benar. Dengan 

menggunakan teorema binomial, 

(𝑘 + 1)𝑝 = 𝑘𝑝 + (
𝑝
1

) 𝑘𝑝−1 + (
𝑝
2

) 𝑘𝑝−2 + ⋯

+ (
𝑝

𝑝 − 1) 𝑘 + 1 

Catatan 𝑝 membagi semua koefisien binomial 

karena 𝑝| (
𝑝
𝑘

) untuk 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 1. Karena 𝑝 

bilangan prima, maka 𝑝 membagi pembilang dari 

(
𝑝
𝑘

). Maka diperoleh, 

(𝑘 + 1)𝑝 ≡ [𝑘𝑝 + (
𝑝
1

) 𝑘𝑝−1 + (
𝑝
2

) 𝑘𝑝−2 + ⋯

+ (
𝑝

𝑝 − 1) 𝑘 + 1] (mod 𝑝) 

≡ (𝑘𝑝 + 1)(mod 𝑝) 

Karena 𝑘𝑝 ≡ 𝑘 (mod 𝑝) maka (𝑘 + 1)𝑝 ≡ (𝑘 +

1)(mod 𝑝). Jadi, terbukti langkah induksi. 

Berdasarkan 1 dan 2 terbukti untuk setiap 𝑧 bilangan 

bulat dan 𝑝 bilangan prima, 𝑧𝑝 ≡ 1 (mod 𝑝).   ∎ 

Contoh 3. Bentuk sederhana dari 52017(mod 7) adalah  

52017(mod 7) ≡ 56.336+1 (mod 7) 

≡ (5336)6. 5 (mod 7)  

dengan menggunakan Fermat’s Little Theorem,  

(56)336. 5 (mod 7) ≡ (1)336. 5 (mod 7) ≡ 5 (mod 7). 

Teorema 6. (Wilson Theorem) [21] Jika 𝑓 adalah 

bilangan prima, maka (𝑓 − 1)! ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑓). 

Bukti. Kasus 𝑓 = 2 diperoleh 2! ≡ 2 (mod 1) ≡

−1 (mod 1). Untuk bilangan prima lebih dari sama 

dengan 3, misalkan 𝑔 dan 𝑧 adalah suatu bilangan bulat 

yang memenuhi kondisi 𝑔𝑧 ≡ 1 (mod 𝑓) dengan sifat 

keberadaan invers 𝑔−1 yang berlaku 𝑔𝑔−1 ≡ 1 (mod 𝑓), 

di mana 𝑔, 𝑔−1 ∈ {2,3, … , 𝑝 − 1}. Terdapat tepat 
1

2
(𝑓 −

3) pasangan bilangan yang kongruen dengan 1 modulo 𝑓. 

Oleh karena itu, kita dapat tuliskan, 

1.2.3 … (𝑓 − 2) ≡ 1 (mod 𝑓) 

1.2.3 … (𝑓 − 2)(𝑓 − 1) ≡ (𝑓 − 1) (mod 𝑓) 

(𝑓 − 1)! ≡ −1 (mod 𝑓) 

Terbukti bahwa, jika 𝑓 adalah bilangan prima, maka 
(𝑓 − 1)! ≡ −1 (mod 𝑓).           ∎ 

 

3. Hasil dan Pembahasan 

Sistem kongruensi linear adalah sebuah sistem yang 

terdiri dari lebih satu kongruensi linear yang saling 

berkorespondensi. Bentuk umum dari sistem kongruensi 

linear adalah 

{

𝑧 ≡ 𝑝1 (mod 𝑞1)

𝑧 ≡ 𝑝2 (mod 𝑞2)
⋮

𝑧 ≡ 𝑝𝑟 (mod 𝑞𝑟)

 

Di mana: 

𝑧 : nilai yang ingin dicari yang memenuhi seluruh 

kongruensi tersebut. 

𝑝𝑟  : sisa dari pembagian 𝑧 terhadap modulus 𝑞𝑟 . 

𝑞𝑟  : bilangan modulus dari masing-masing kongruensi. 

 

3.1. Chinese Remainder Theorem 

Misalkan 𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑟 adalah bilangan bulat positif 

sehingga 𝐹𝑃𝐵(𝑞𝑖, 𝑞𝑗) = 1 untuk 𝑖 ≠ 𝑗. Sehingga sistem 

kongruensi linearnya adalah 

{

𝑧 ≡ 𝑝1 (mod 𝑞1)

𝑧 ≡ 𝑝2 (mod 𝑞2)
⋮

𝑧 ≡ 𝑝𝑟 (mod 𝑞𝑟)

 

Memiliki solusi yang simultan (solusi yang berlaku untuk 

semua kongruensi), yang unik dalam modulus bilangan 
𝑞1𝑞2 … 𝑞𝑟  

 

Contoh 4. Diberikan suatu sistem kongruensi linear  

 

{

𝑧 ≡ 32024 (mod 5)

𝑧 ≡ 32024 (mod 7)

  𝑧 ≡ 32024 (mod 11)

 

Sistem kongruensi di atas dapat disederhakan 

menggunakan Fermat’s Litte Theorem. 

𝑧 ≡ 32024 (mod 11) ≡ (310)202. 34 (mod 11) 

≡ (1)202. 81 (mod 11) ≡ 4 (mod 11). 

Dengan cara yang sama, kasus kongruensi lainnya 

diperoleh 𝑧 ≡ 32024 (𝑚𝑜𝑑 5) ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 5) dan 𝑧 ≡

32024 (mod 7) ≡ 2 (mod 7). Karena 𝐹𝑃𝐵(5,7) =

𝐹𝑃𝐵(5,11) = 𝐹𝑃𝐵(7,11) = 1 maka sistem kongruensi 

linear di atas dapat diselesaikan dengan menggunakan 

Chinese Remainder Theorem. Pilih 𝑞 = 5 ⋅ 7 ⋅ 11 = 385 

dan  
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𝑄1 =
𝑞

5
= 77 𝑄2 =

𝑞

7
= 55 𝑄3 =

𝑞

11
= 35 

 

Maka kongruensi linearnya akan menjadi 

77𝑧 ≡ 1 (mod 5) 55𝑧 ≡ 1 (mod 7) 35𝑧 ≡ 1 (mod 11) 

Nilai 𝑧 yang memenuhi adalah 𝑧1 = 3, 𝑧2 = 6, dan 𝑧3 =

6. Sehingga diperoleh solusi dari sistem kongruensi linear 

adalah 

𝑧 = 1 ⋅ 77 ⋅ 3 + 2 ⋅ 55 ⋅ 6 + 4 ⋅ 35 ⋅ 6 = 1731 

Diperoleh solusi yaitu 𝑧 = 1731 ≡ 191 (mod 385). 

3.2. Algoritma intelligent Inspection Tipe-I 

Misalkan {

𝑧 ≡ 𝑝1 (mod 𝑞1)

𝑧 ≡ 𝑝2 (mod 𝑞2)
⋮

𝑧 ≡ 𝑝𝑟  (mod 𝑞𝑟)

  adalah sistem kongruensi 

linear, dimana 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑟  bilangan bulat dan 

𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑟  adalah bilangan bulat positif dengan 𝑞1 <

𝑞2 < ⋯ < 𝑞𝑟. Misalkan 𝑄 = KPK(𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑟).  

Langkah 1 :  Cari nilai 𝑄, 

Langkah 2 :  Mulai dengan solusi awal dari  

 𝑧 ≡ 𝑝𝑟(mod 𝑞𝑟), 

Langkah 3 :  Cari semua solusi berurutan dari    

kongruensi linear lainnya hingga solusi 

terbesar, yang kurang dari 𝑄, 

Langkah 4 :  Uji apakah masing-masing solusi 

kongruensi tersebut memenuhi 𝑟 − 1 

kongruensi linear lainnya dalam sistem, 

atau tidak. Jika diperoleh satu solusi yang 

memenuhi, maka solusi tersebut adalah 

solusi umum khusus dari sistem tersebut. 

Setelah itu, kita berhenti. Jika tidak kita 

melanjutkan dengan cara yang sama 

sampai kita mendapatkan solusi yang 

diinginkan yang kurang dari 𝑄. 

Catatan : Ketika solusi tidak ada, maka dapat disimpulkan 

bahwa sistem tersebut tidak memiliki solusi. 

Contoh 5. Diketahui suatu sistem kongruensi linear 

memenuhi kondisi berikut 

{
2𝑧 ≡ 2 (mod 7)
4𝑧 ≡ 5 (mod 9)

 

Penyelesaian awal dari sistem kongruensi linear 

menggunakan sifat kanselasi, sistem di atas menjadi 

2𝑧 ≡ 2 (mod 7) 
   𝑧 ≡ 2 (mod 7) ⋅ 2−1 (mod 7) 
   𝑧 ≡ 1 (mod 7) 

dan 

 
4𝑧 ≡ 5 (mod 9) 
   𝑧 ≡ 5 (mod 9) ⋅ 4−1 (mod 9) 
   𝑧 ≡ 8 (mod 9) 

Dengan algoritma intelligent inspection tipe-I, Nilai 

kpk(7,9) = 63. Pilih 𝑧0 = 2 sebagai solusi awal dari 𝑧 ≡

1 (mod 7). Dengan substitusi ke dalam sistem, 𝑧0 = 2 

bukan solusi dari kongruensi tersebut. Semua solusi 𝑧 

berdasarkan teorema pembagian memiliki bentuk 𝑧 =

1 + 7𝑘 dimana 𝑘 = 0,1,2, … dan 𝑧 < 63. 

Berdasarkan Tabel 1. dapat disimpulkan bahwa 𝑧 =

8 salah satu solusi dari sistem. Lebih jauh lagi 𝑧 ≡

15 (𝑚𝑜𝑑 63) merupakah solusi dari sistem kongruensi 

linear di atas.  

 

Tabel 1. Solusi sistem kongruensi linear dengan algoritma intelligent inspection tipe-I 

𝑘 𝑧 = 1 + 7𝑘 
Apakah 𝑧 solusi dari  

𝑧 ≡ 8 (mod 9)? 
Catatan 

0 1 Tidak Bukan solusi dari sistem 

1 8 Ya Solusi dari sistem 

2 15 Tidak Bukan solusi dari sistem 

3 22 Tidak Bukan solusi dari sistem 

4 29 Tidak Bukan solusi dari sistem 

5 36 Tidak Bukan solusi dari sistem 

6 43 Tidak Bukan solusi dari sistem 

7 50 Tidak Bukan solusi dari sistem 

8 57 Tidak Bukan solusi dari sistem 
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Demikian contoh dari penggunaan algoritma intelligent 

inspection type-I untuk menyelesaikan sistem kongruensi 

linear, selanjutnya adalah teknik lain untuk meyelesaikan 

sistem kongruensi linear yaitu algoritma intelligent 

inspection type-II. 

 

3.3. Algoritma Intelligent Inspection Tipe-II  

Misalkan {

𝑧 ≡ 𝑝1 (mod 𝑞1)

𝑧 ≡ 𝑝2 (mod 𝑞2)
⋮

𝑧 ≡ 𝑝𝑟  (mod 𝑞𝑟)

  adalah sistem kongruensi 

linear, dimana 𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑟  bilangan bulat dan 

𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑟  adalah bilangan bulat positif dengan 𝑞1 <
𝑞2 < ⋯ < 𝑞𝑟. 

Langkah 1 : Tentukan solusi awal dari 𝑧 ≡ 𝑝𝑟  (mod 𝑞𝑟) 

yaitu 𝑝𝑟  

Langkah 2 : Uji apakah 𝑝𝑟  merupakan solusi dari 

setidaknya satu dari kongruensi linear lain 

yang tersisa (dari 𝑛 − 1 kongruensi) dalam 

sistem atau tidak. 

Langkah 3 : Jika 𝑝𝑟  adalah solusi 𝑧 ≡ 𝑝𝑟−1(𝑚𝑜𝑑 𝑞𝑟−1). 

Hitung 𝐾𝑃𝐾(𝑞𝑟−1, 𝑞𝑟) dan solusi positif 

berturut – turut dari 𝑝𝑟 + 𝑘 ⋅

𝐾𝑃𝐾(𝑞𝑟−1, 𝑞𝑟) modulo 

𝐾𝑃𝐾(𝑞𝑟−1, 𝑞𝑟) dimana 𝑡 = 0,1, … dengan 

syarat 𝑝𝑟 + 𝑘 ⋅ 𝐾𝑃𝐾(𝑞𝑟−1, 𝑞𝑟) kurang dari 

𝐾𝑃𝐾(𝑚𝑛−2, 𝑚𝑛−1, 𝑚𝑛). Selanjutnya, 

aplikasikan langkah 2 pada kongruensi linear 

dengan modulus 𝑚𝑛−2. 

Langkah 4 : Dengan cara yang sama, diperoleh solusi 

umum 𝑧0 dari sistem yang diberikan. Lebih 

jauh lagi, solusi apapun 𝑧 dari sistem 

tersebut diberikan oleh 𝑧 ≡ 𝑝𝑟 +
𝑘. 𝐾𝑃𝐾(𝑞2, … , 𝑞𝑟) (mod 𝑄). 

Catatan : jika solusinya tidak ada, maka dapat disimpulkan 

bahwa sistem tersebut tidak memiliki solusi. 

Contoh 14. Diberikan sistem kongruensi linear sebagai 

berikut 

{

𝑧 ≡ 5 (mod 7)
z ≡ 3 (mod 8)
𝑧 ≡ 7 (mod 9)

 

Mulai dengan 𝑧 ≡ 5 (𝑚𝑜𝑑 7). Pilih 𝑧0 = 5 sebagai 

solusi awal. Dengan menggunakan algoritma intelligent 

inspection tipe-II, solusi selanjutnya menggunakan 

kongruensi kedua, solusinya akan memiliki bentuk 𝑧 =

5 + 7𝑘, 𝑘 = 0,1,2, … dengan 𝑧 < KPK(7,8) = 56. Pilih 

𝑘 = 2 sehingga solusinya adalah 19 = 5 + 7(2) dimana 

memenuhi 19 ≡ 3 (mod 8). Selanjutnya cari solusi 

selanjutnya dengan cara yang serupa dimana solusinya 

berbentuk 19 + 𝑘 ⋅ KPK(7,8) = 19 + 56𝑘 dengan 𝑘 =

0,1,2, … dengan 𝑧 < KPK(7,8,9) = 504. Pilih 𝑘 = 3 

maka 187 = 19 + 56(3) karena memenuhi kongruensi 

ketiga. Solusi akhir dari sistem kongruensi di atas adalah 

187 + 504𝑘 atau 𝑧 ≡ 187 (mod 504). 

Contoh 6. Solusi dari sistem kongruensi linear berikut 

dengan menggunakan Chinese Remainder Theorem, 

Algoritma Intelligent Inspection tipe-I dan Algoritma 

Intelligent Inspection tipe-II  

{
𝑧
𝑧

2𝑧

 ≡
 ≡
 ≡

1022025

5!
2024

(mod 5)
(mod 7)
(mod 9)

 

Penggunaan Fermat Little’s Theorem digunakan untuk 

menyederhanakan kasus kongruensi pertama yaitu z ≡

1022025 (mod 5). Bentuk z ≡ 1022025 (mod 5) dapat 

disederhanakan menjadi z ≡ (1024)506 ⋅
102 (mod 5) ≡ (24)506 ⋅ 102 (mod 5) ≡ 1506 ⋅

102 (mod 5) ≡ 2 (mod 5). Bentuk 𝑧 ≡ 5! (mod 7) 

pada kongruensi kedua equivalen dengan 6𝑧 ≡

6! (mod 7). Berdasarkan Wilson Theorem, diperoleh 

bahwa (7 − 1)! (mod 7) ≡ −1 (mod 7). Maka 6𝑧 ≡

−1 (mod 7). Dengan sifat kanselasi, diperoleh bahwa 

𝑧 ≡ 6−1(−1) (mod 7) ≡ 6 ⋅ 6 (mod 7) ≡ 1 (mod 7). 

Kasus kongruensi ketiga, penyederhanaan dilakukan 

dengan menyederhanakan 2024 (mod 9) ≡ 8 (mod 9). 

Sehingga kongruensinya menjadi 2𝑧 ≡ 8 (mod 9). 

Dengan menggunakan sifat kanselasi maka diperoleh 𝑧 ≡

2−1 (mod 9) ⋅ 8 (mod 9) ≡ 5 ⋅ 8 (mod 9) ≡ 4 (mod 

9). Sehingga sistem kongruensi linearnya dapat 

disederhanakan menjadi, 

{
z ≡ 2 (mod 5)
𝑧 ≡ 1 (mod 7)
𝑧 ≡ 4 (mod 9)

 

Sistem kongruensi linear di atas dapat diselesaikan 

dengan berbagai cara. Berdasarkan Chinese Remainder 

Theorem, pilih 𝑞 = 5 ⋅ 7 ⋅ 9 = 315 dan 

𝑄1 =
𝑞

5
= 63 𝑄2 =

𝑞

7
= 45 𝑄3 =

𝑞

9
= 35 

Maka kongruensi linearnya menjadi 

63𝑧 ≡ 1 (mod 5) 45𝑧 ≡ 1 (mod 7) 35𝑧 ≡ 1 (mod 9) 

Nilai 𝑧 yang memenuhi adalah 𝑧1 = 2, 𝑧2 = 5, dan 

𝑧3 = 8. Sehingga diperoleh solusi dari sistem kongruensi 

linear di atas adalah 

𝑧 = 2 ⋅ 63 ⋅ 2 + 1 ⋅ 45 ⋅ 5 + 4 ⋅ 35 ⋅ 8 = 1597 
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Tabel 2. Solusi sistem kongruensi linear dengan algoritma intelligent inspection tipe-I 

𝑘 𝑧 = 2 + 5𝑘 
Apakah 𝑧 solusi dari 

𝑧 ≡ 1 (mod 7) ? 
Apakah 𝑧 solusi dari 

𝑧 ≡ 4 (mod 9) ? 
Catatan 

0 2 Tidak Tidak Bukan solusi dari sistem 

1 7 Tidak Tidak Bukan solusi dari sistem 

2 12 Tidak Tidak Bukan solusi dari sistem 

3 15 Tidak Tidak Bukan solusi dari sistem 

4 22 Ya Ya Solusi dari sistem 

5 27 Tidak Tidak Bukan solusi dari sistem 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

62 312 Tidak Tidak Bukan solusi dari sistem 

 

 

Jadi, diperoleh solusi yaitu 𝑧 = 1597 ≡ 22 (mod 315). 

 

Cara alternatif lainnya, sistem kongruensi linear di atas 

dapat diselesaikan dengan algoritma intelligent inspection 

tipe-I. Nilai KPK(5,7,9) = 315. Pilih 𝑧0 = 2 sebagai 

solusi awal dari 𝑧 ≡ 2 (mod 5). Dengan substitusi ke 

dalam sistem, 𝑧0 = 2 bukan solusi dari kongrensi 

tersebut. Semua solusi 𝑧 berdasarkan teorema 

pembagian memiliki bentuk 𝑧 = 2 + 5𝑘 dimana 𝑘 =

0,1,2 … dan 𝑧 < 315. 

Berdasarkan Tabel 2. Dapat disimpulkan bahwa 𝑧 =

22 salah satu solusi dari sistem. Lebih jauh lagi 𝑧 ≡

22 (mod 315) merupakan solusi dari sistem kongruensi 

linear di atas. 

Sistem kongruensi linear di atas juga dapat diselesaikan 

dengan menggunakan Algoritma Intelligent Inspection 

tipe-II. Mulai dengan 𝑧 ≡ 2 sebagai solusi awal. Solusinya 

akan memiliki bentuk 𝑧 = 2 + 5𝑘, 𝑘 = 0,1,2, … dengan 

𝑧 < KPK(5,7) = 35. Dengan menggunakan kongruensi 

kedua pilih 𝑘 = 4 maka 𝑧 = 2 + 5(4) = 22. Selanjutnya 

cari solusi selanjutnya dengan kongruensi ketiga dimana 

solusinya akan berbentuk 22 + 𝑘 ⋅ KPK(5,7) = 22 +

35k dengan 𝑘 = 0,1,2, … dengan 𝑧 < KPK(5,7,9) =

315. Pilih 𝑘 = 0 maka 22 = 22 + 35(0) memenuhi 

kongruensi ketiga. Solusi akhir dari sistem kongruensi di 

atas adalah 22 + 315𝑘 atau 𝑧 ≡ 22 (mod 315). 

 

4. Kesimpulan 

Kongruensi merupakan alat penting dalam 

menyelesaikan berbagai persoalan dalam teori bilangan. 

Pada makalah ini, dibahas mulai dari berbagai sifat dasar 

hingga teorema-teorema khusus yang berkaitan dengan 

kongruensi. Dengan berbagai konsep mengenai 

kongruensi, dibangunnya konsep sistem kongruensi 

linear. Proses pencarian solusi untuk sistem kongruensi 

linear pun dapat diperoleh melalui berbagai metode yaitu 

Chinese Remainder Theorem, Algoritma Intelligent 

Inspection tipe-I dan Algoritma Intelligent Inspection tipe-

II sehingga memberikan fleksibilitas dalam pendekatan 

dan penerapannya. 
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