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ABSTRAK

Paper ini menjelaskan review sebuah jurnal yang berjudul ‘Nonstandard Null Lagrangians and Gauge Functions for Newtonian Law of Inertia’
_yang membahas tentang solusi Lagrangian Null Nonstandar untuk Hukum Inersia Newton. Tujuan dari penelitian ini adalah menyajikan
secara terperinci metode Formalisme Lagrangian untuk menghasilkan Lagrangian Null Nonstandar dan fungsi Gaugenya untuk Hukum
Inersia Newton, serta peran invarian aksi dalam membuat Lagrangian Null danfungsi Gauge Eksak, dengan menurunkan persamaan gerak
osilator satu dimensi menggunakan persamaan dasar Lagrangian. Lagrangian Null Nonstandar diturunkan dari Lagrangian Nonstandar,

selanjutnya kedua Lagrangian Null tersebut dimasukan ke dalam invarian aksi untuk membuatnya Eksak, setelah Lagrangian Null Nonstandar

dinyatakan Eksak, disubtitusikan kedalam ﬁox(t) = Oyang merepresentasikan Hukum Inersia Newton. Hasil penelitian menunjukan
bahwa Lagrangian Null Nonstandar Eksak dapat dihasilkan dengan membuat Fungsi Gauge-nya Invarian, sehingga Lagrangian Null
Nonstandar dan Fungsi Gauge-nya yang pertama untuk Hukum Inersia Newton diperoleh.

Kata kunci: Lagrangian Null Nonstandar; Lagrangian Null Standar; Fungsi Gauge Invarian Aksi; Hukum Inersia Newton; Formalisme

Lagrangian

ABSTRACT

[Title: Analysis of Nonstandard Null Lagrangians and Gauge Functions For Newton's Law Of Inertia: A Review| This
paper describes a review of a journal entitled 'Nonstandard Null Lagrangians and Gauge Functions for Newtonian Law of Inertia' which
discusses Nonstandard Lagrangian Null solutions for Newton's Law of Inertia. The purpose of this study is to present in detail the Lagrangian
Formalism method for generating Nonstandard Lagrangian Null and its Gauge function for Newton's Law of Inertia, as well as the role of
action invariant in generating Lagrangian Null and Exact Gaugeﬁmctions, by deriving a one-dimensional oscillator arm using the basic
Lagrangian equations. The Nonstandard Null Lagrangian is derivedﬁrom the Nonstandard Lagrangian, then the two Lagrangian Null are
entered into the action invariant to make it Exact, after the Nonstandard Lagrangian Null is declared Exact, it is substituted into ﬁo x(t) =
0 which represents Newton's Law of Inertia. The results of this research show that an Exact Nonstandard Lagrangian Null can be generated
by making the Gauge Function Invariant, so that thefirst Nonstandard Lagrangian Null and Gauge Function_fbr Newton's Law of Inertia are
obtained.

Keywords: Nonstandard Lagrangian Null; Standard Null Lagrangian; Action Invariant Gauge Function; Newton's Law of Inertia;

Lagrangian Formalism

PENDAHULUAN energi jika dibandingkan dengan formulasi Newton

lebih sederhana untuk mendapatkan persamaan gerak

Mekanika klasik merupakan = pendekatan benda (Sudiarta, 2012). Gaya konstrain merupakan

yang digunakan untuk memecahkan persoalan yang suatu gaya yang digunakan untuk menjaga kontak

didasarkan  pada  meckanika  gerak, yang

antara permukaan bidang dengan partikel dalam

menghubungkan konsep fisis besaran kinematika meninjau partikel yang dibatasi pada permukaan

(perpidahan, kecepatan dan percepatan) berdasarkan bidang tersebut. Pendekatan Newton memerlukan

konsep massa, gaya dan Hukum-Hukum Newton. gaya total yang bereaksi pada partikel, termasuk gaya

Hukum Newton tentang gerak menggambarkan konstrain, pada kondisi ini pendekatan Newton tidak

semua gejala mekanika  klasik  (Tipler, 1998). berlaku hal ini disebabkan oleh adanya gaya yang

Lagrange dan Hamilton memperkenalkan  suatu tidak diketahui, schingga dibutuhkan pendekatan

formulasi yang dapat memecahkan kasus pada baru dengan meninjau energi totalnya yang

mekanika klasik yakni dengan menggunakan konsep

merupakan kuantitas fisis lain dari karakterisktik

energi. Dalam beberapa kasus, penggunaan konsep partikel dengan menggunakan prinsip Hamilton,
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untuk menurunkan persamaan Lagrange. Mekanika
Lagrange yaitu suatu metode yang diperlukan
berbagai macam sistem dinamik untuk menentukan
persamaan gerak dari sistem tersebut. Ide-ide dasar
dan teorema Lagrangian adalah invarian di bawah
kelompok ini dirumuskan dalam koordinat lokal.
Sistem mekanik Lagrangian diberikan oleh ruang dan
waktu serta fungsi pada berkas fungsi Lagrangian
(Arnold, 1978). Hukum pertama Newton membahas
tentang sifat benda yaitu inersia. Inersia adalah
hambatan dalam perubahan gerak pada suatu benda.
Hukum pertama Newton membahas kerangka acuan
berlaku valid yang disebut kerangka acuan inersia.
Hukum Inersia Newton mcngcsampingkan kcrangka
acuan dipercepat sebagai inersia, karena objek
bergerak atau diam dengan kecapatan konstan, dapat
dilihat dari kerangka acuan dipercepat juga diamati
dari kerangka acuan inersia.

Pemecahan masalah Hukum Inersia
Newton dalam penelitian ini yakni dengan
menggunakan invers  kalkulus  variasi dan
mengembangkan metode baru untuk menurunkan
Lagrangian Standar dan Lagrangian Nonstandar.
Lagrangian standar dan Nonstandar dijamin oleh
kondisi Helmholtz, serta invarian aksi yang bertujuan
untuk membuat fungsi Gauge yang tepat dan
menghasilkan Lagrangian Null Nonstandar yang
tepat. Lagrangian Null Nonstandar dibuat karena
Lagrangian Standar dianggap tidak unik, karena
adanya spektrum kontinu dari Lagrangian Standar
ckuivalen yang semuanya mengarah kepada
persamaan yang identik. Hal ini terjadi karena
Lagrangian merupakan besaran skalar yang invarian
terhadap transformasi koordinat (Musielak, Z. E.,
2021). Oleh karena itu, penulis menyadari perlu
adanya analisis untuk mengetahui bagaimana peran
atau fungsi Lagrangian Null Nonstandar dan Fungsi
Gauge untuk Hukum Inersia Newton. Berdasarkan
uraian tersebut, maka penulis melakukan kajian pada
jurnal Nonstandard Null Lagrangians and Gauge
Functions for Newtonian Law of Inertia (Musielak,
Z. E., 2021). Kajian ini dilakukan dikarenakan
terdapat persamaan baru yang perlu dianalisis lebih
dalam schingga memudahkan pembaca memahami
jurnal dengan baik, serta penclitian yang telah
dilakukan pada jurnal ini adalah penelitian terbaru
dengan penurunan persamaan yang sulit dipahami.

METODE PENELITIAN

Dalam penelitian ini formalisme Lagrangian
ditetapkan untuk persamaan diferensial dengan fungsi
khusus fisika matematika sebagai solusi. Formalisme
didasarkan pada Lagrangian Standar atau Nonstandar.
Penelitian ini menunjukkan bahwa prosedur untuk
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menurunkan Lagrangian Standar mengarah ke
Lagrangian di mana persamaan Euler—Lagrange
menghilang secara identik dan hanya beberapa dari
Lagrangian ini yang menjadi Lagrangian Null dengan
fungsi Gauge yang terdefinisi dengan baik. Lagrangians
Nonstandar mensyaratkan persamaan Euler—Lagrange
diubah oleh kondisi tambahan, yang merupakan
fenomena baru dalam kalkulus variasi. Keberadaan
kondisi tambahan memiliki implikasi mendalam pada
validitas kondisi Helmholtz (Musielak , Davachi , &
Maria, 2020). Adapun Langka-langkah dalam
pcnclitian ini yakni dcngan menentukan Lagrangian
Standar, setelah Lagrangian Standarnya diperoleh
lalu diturunkan untuk mendapatkan Lagrangian Null
dan fungsi Gauge-nya. Selanjutnya menurunkan
Lagrangian Nonstandar dan fungsi Gauge-nya untuk
mempero]eh Lagrangian Null Nonstandar dan fungsi
Gauge-nya. Fungsi yang ada pada Lagrangian Null baik
standar dan Nonstandar adalah fungsi arbitrer, maka
perlu melakukan invarian aksi untuk menghasilkan
Fungsi Gauge dan Lagrangian Null Nonstadar yang
Eksak. Langkah terakhir adalah menerapkan hasil
yang telah diperoleh pada Hukum Inersia Newton
yang direpresentasikan oleh ﬁox (t) = 0, di mana
Lagrangian Null Nonstandar Eksak dan Fungsi Gauge
Eksak yang sesuai diturunkan.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Analisis Lagrangian Null Standar

Lagrangian ~ Standar  diperoleh  dengan
menurunkan persamaan gerak dengan menggunakan
fungsi dasar Lagrangian
L=T-V (D
dengan menggunakan prinsip variasi aksi. Persamaan
(1) digunakan untuk menurunkan persamaan Euler-
Lagrange, baik untuk sistem konservatif maupun
sistem nonkonservatif. Persamaan umum Euler-
Lagrange yaitu:
d (dL JaL
- (aq—k) —a==0. )
Persamaan gerak pada pada osilator teredam satu
dimensi (g = x), diberikan oleh
F(x,%,%t) = ¥ +bx +w?’x=0 3)
yang dipertimbangkan dalam bentuk Dx ) =0,
diperoleh Lagrangian Standarnya

Lo(x,x,t) = %(}'cz — cx?)ebt, (4)
Lagrangian ini diturunkan oleh Cardirola-Kanai
(Caldirola, 1941) dan jika b = 0, persamaan (4)
tereduksi menjadi  Lg (x,x,t) = %(xz — sz),
yang merupakan Lagrangian murni atau Lagrangian

osilator harmonik satu dimensi. Selanjutnya
menentukan Lagrangian Null, yang dapat diperoleh
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jika dan hanya jika turunan waktu total dari fungsi
skalar atau fungsi Gaugenya dapat dinyatakan sebagai

do(x,t)

Lnuu(x, X, t) =

5 op
=—k+—- (5

untuk membuat Lagrangian Null Standar secara alami
dengan mengikuti bentuk pada persamaan (5), maka
untuk

1
Psn1 (X, t) = E Clxz

. dpsni (x,t)
LSTll (x’ x) = ;}+
Lgny (%, x) = v [E clxz] X = cxx
Lgny (%, x) = cyxx (6)

di mana ¢; adalah konstanta sembarang. Dalam
Lagrangian ini besarnya variabel dependen sama
dengan Lagrangian Standar yang diberikan oleh
persamaan (4), namun variabel dependen dan
turunannya dicampur. Lagrangian = Null pada
persamaan (5) dapat digeneralisasikan secara identik
menjadi nol oleh operator Euler-Lagrange
— dop(x,t
EL Lnull %] = O
Menggunakan ﬁ(Lm + Lf) =0, dimana:
Ly, : Lagrangian campuran variabel bebas dan
terikat,
Lf : Lagrangian dari variabel terikat tunggal.
Variabel bebas dan terikat merupakan variabel yang
bergantung pada waktu dan turunannya, sedangkan
variabel terikat tunggal merupakan variabel yang
hanya bergantung pada turunan terhadap posisi.
Ly [%,x,t)] = C1xx + Cy[xt + x]
Lf[.').f, x] = C35C + C4
untuk menghasilkan Lagrangian Ly, ET,(Lm +
L) =0
Lona (X, %,t) = cyxx + co(xt + x) + 3%

tcy 7
di mana ¢4, €3, €3 dan €3 adalah konstanta arbitrer
dan Lgup menjadi Lgy jika ¢ = c3 = ¢4 = 0.
Lagrangian ini dibuat dengan prinsip bahwa besarnya
variabel ~ dependen  atau  independen  atau
kombinasinya, tidak lebih dari yang diberikan olech
Lagrangian Standar asli pada persamaan (4), karena
AdPsna (x,1) )

e’

maka fungsi Gauge Psp2 (x, t) diberikan oleh:

Lsnz (.x, X, t) =

1
Ponz(x, t) = Eclxz +cxt +c3tegt (9)

turunan  gpno (X, t), digeneralisasi ~ dengan
mengganti  koefisien konstantanya dengan fungsi
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arbitrer yang hanya bergantung pada variabel
independen, kemudian fungsi Gauge standar
Psnz(x, t). Fungsi Gauge parsial
®sn2(x,t) diperoleh dari variabel dinamis. Oleh
karena itu, salah satu cara untuk menggeneralisasikan
fungsi Gauge dengan cara mengganti konstanta ¢ pada
persamaan (9) dengan fungsi f yang sesuai yang
bergantung pada variabel bebas (t) tanpa perlu

mengubah variabel dinamis

1
Psnz(x, 1) = Sh (®)x? + f,(O)xt + f3(t)
+ f2(Ot, (10)

®sn3(x,t) merupakan fungsi dari variabel, yang
turunan totalnya menghasilkan Lagrangian Null
Standar umum berikut:

Lgn3 (JZ, X, t)
1.
=[x +3/10x7]
+ [t + f(Oxt + £,(O)x]

+ [f3(t)5f + f3(t)x] + [fa(®)

+ £ @], (11)
di mana semua fungsi di atas merupakan fungsi
arbitrer yang diturunkan dua kali dari fungsi variabel
independen.  Generalisasi fungsi  Gauge pada
persamaan (10), merupakan salah satu cara untuk
mendapatkan Lagrangian Null baru, terdapat cara lain
yang dapat dilakukan yakni dengan mengganti
koefisien konstanta dalam Lgpp (%, X,t) dengan
fungsi f (), sehingga diperoleh

Lena(X,x,t) = fi(O)xx + f()Xt + f(E)x +
fs(Ox + fo (), . (12)
selanjutnya, menerapkan EL{L,, test(x,x,t)} =
0, ditemukan Ly, (X, x, t) Lagrangian Null jika dan
hanya jika fi (v), fa (v), fz (t) diberlakukan kondisi
berikut

A®x + (0t + f3(6) = 0. (13)
Solusi untuk persamaan (13), dengan mengganti
konstanta ¢ dengan fungsi f(t), yang mereduksi
Lena(%,x,t)  menjadi  Lgp, (%, x, t) tanpa
generalisasi apapun, dengan kondisi tambahan bahwa
fa(t) = c4. Fungsi pada persamaan (12) dibatasi
oleh kondisi tambahan yang diberikan oleh persamaan
(16) dan Lgps (%, x,t) tidak membutuhkan batasan
terhadap fungsi-fungsi tersebut, maka persamaan
(12) lebih umum dari Lgpy (X, x,t), schingga
Lagrangian Null Standar umum Lggp (x,x,t) =
Lgns (X, x, t).

Analisis Lagrangian Null Nonstandar
Lagrangian yang memiliki bentuk yang berbeda

dari Ls(h,x, ) = 2 [12(t) — wox? ()] e
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disebut sebagai Lagrangian Nonstandar. Lagrangian
Nonstandar bergantung pada fungsi = selain waktu

variabel dinamis biasa seperti X dan X untuk satu
sistem dengan satu derajat kebebasan.

Lagrangian Nonstandar untuk persamaan gerak
berikut

¥(t) + 22(t) + x(t) + x(t) = F(t) (14)
adalah

' _ 1
L(x,x,t) = DT TD (15)

di mana:

x(t) = perpindahan

X(t) = turunan pertama terhadap waktu

X(t) = turunan kedua terhadap waktu

F(t) = gaya aksi merupakan fungsi arbitrer tetapi
kontinu (Musielak Z. , 2009).

Bentuk umum dari Lagrangian Nonstandar

1

; 16

O F a0t 19
di mana aq (v, a, (t), dan as (t) merupakan fungsi
yang dapat diturunkan untuk ditentukan. Lagrangian

Lps(%,x,t) =

Null Nonstandar memiliki bentuk yang berbeda
dengan Lagrangian Null pada persamaan (7) dan
persamaan  (11), bentuknya serupa dengan
persamaan  (14) dan  harus  mengandung
(56, x,t), mirip dengan yang digunakan untuk
membangun  Lgy, (x,x,t), Lsnz(x,x,t) dan
Lona(%,x,t) di mana besarnya variabel dependen
dan  turunannya tidak melebihi  Lagrangian
Nonstandar pada persamaan (16).

Suatu Lagrangian Null Nonstandar dapat
diperoleh dengan cara memisalkan by, by b3 dan by
sebagai konstanta dalam test Lagrangian Nonstandar,
yang menggambarkan suatu sistem yang mengalami
percepatan konstan.

byx 17
by x + b3t + by a7
Lns,testl(x' x, t) adalah Lagrangian Null jika dan

Lns,test 1 (55' X, t) =

hanya jika, b3 = 0. Lagrangian ini harus memenuhi

persamaan  Euler-Lagrange, ﬁ{LnS(X, X, t)} =0,

kondisi yang dibutuhkan adalah b;b3 = 0, dengan

by #0, b3 =0, dan Lns,test 1(56, X, t) =

Lpsni (%, x,t), di mana yang terakhir adalah

Lagrangian Null Nonstandar diberikan olch:
by x

b,x+b, '

fungsi Gaugenya pen1 (x) adalah

Grsn1 (%)

b
= LIn|b,x + by]. (19)
b,

(18)

Lpsn1 (55» x,t) =
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Selanjutnya mengeneralisasi Lygn (X, X) pada
persamaan (18) dengan memisalkan
hqi(t), hy(t) dan hy(t) menjadi setidaknya dua kali
fungsi yang dapat diturunkan dan Lypepq (x,x)
menjadi Lagrangian Null Nonstandar yang diberikan
oleh persamaan (18), dengan fungsi Gauge yang sesuai
diberikan oleh persamaan (19). Lagrangian Null
Nonstandar lebih umum, jika dan hanya jika,
konstanta  @psp1(x)  digantikan oleh fungsi
hy(t),h,(t) dan hy(t). Mengganti  koefisien
konstanta by, b, dan by dalam Ly sy (X, X) dengan
fungsi hy (t),hy(t) dan hy(t), masing-masing,
Lagrangian yang dihasilkan adalah:

h,(t)x
Lops(X,x,t) = —————— 20
menggunakan persamaan Eu]er—Lagrange

ﬁ{Lns,testZ (x, x, t)} =0, ditemukan bahwa
Lys test2 (x, x,t) adalah
Nonstandar  jika hy(t) = by, hy(t) = b, dan
h,(t) = by, yang mereduksi Ly testa (X, X, t)

Lagrangian Null

menjadi Lnsnl (5C, X, t) dan menunjukan tidak ada

generalisasi pada Lpgnq (X, x,t) dapat dilakukan
dengan cara lain. Selanjutnya, mengganti koefisien

kontanta  pada  @peng(x)  dengan  fungsi
hi(t), hy(t) dan hy(t) mengeneralisasi fungsi

Gauge ke
_h(@®
¢nsgn (X, t) - hz (t)

karena, turunan total dari fungsi skalar bergantung

In|h, (O)x + hy (0] (21)

pada x dan waktu ¢ adalah Lagrangian Null,
Lagrangian Null Nonstandar diperoleh:

Lnsgn (&, x,t)
_ hi(@O[h (D)% + hy(D)x] + b 4(©)
~ ha (O[h (DX + Ry (1]

hi(t)h, (t})l% (tf)ﬁ (Oh,(¢) Inlh, (E)x
+ hy (0] (22)
EI{Lnsgn (x, x, t)} =0 dengan
Lnsgn(x, x,t) adalah Lagrangian Null umum jika

demikian

dibandingkan dengan persamaan (18). Lagrangian
Null Nonstandar = Lyggn (X, X, t) dan fungsi Gauge
GPnsgn (%, X,t) mewakili Lagrangian Null umum
baru yang Nonstandar dan fungsi Gauge  ini
diturunkan berdasarkan kondisi bahwa besarnya
variabel dependen dalam Lagrangian Null umum yang
Nonstandar sama dengan atau lebih rendah dari yang
ada dalam Lagrangian Nonstandar murni yang (16).
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Analisis Peran Invarian Aksi dalam Membuat
Lagrangian Null Eksak dan Fungsi Gauge
Eksak

Fungsi dalam Lagrangian Standar dan
Lagrangian Nonstandar adalah fungsi arbitrer,
schingga diperlukan kendala matematika yakni
invarian aksi untuk memperkenalkan fungsi Gauge
cksak dan persamaan dinamis yang dihasilkan.
Invarian aksi yang diterapkan pada Lagrangian Null
Standar dan Lagrangian Null Nonstandar dan fungsi
Gaugenya diperoleh. Dalam kalkulus variasi, aksi

didefenisikan scbagai
te
Alx; te, t,] = (L + Lpy)dt
to
te te d (t)
Alx; t,, to] =f Ldt+f [M] dt
to to dt
te
Alx; t,, t,] =f Ldt
to

+ [¢null(te) - ¢null(to)]r (23)

di mana:

t, dan €, : waktu awal dan akhir,
L : Lagrangian dapat berupa Lagrangian Standar dan
Lagrangian Nonstandar,

Ly : Lagrangian Null dan ¢y fungsi Gauge.
Grnun(te) dan @pyy(t,) merupakan konstanta
yang tidak mempengaruhi prinsip Hamilton yang
membutuhkan S§A[x] = 0, dengan syarat bahwa
Appur = Prun(te) — P (to) =

menambahkan konstanta ini ke nilai aksi, yang berarti

konstan,

bahwa fungsi Gauge mempengaruhi aksi. Invarian aksi
memperkenalkan defenisi Lagrangian Null dan Fungsi
Gaugenya. Suatu Lagrangian Null disebut Lagrangian
Null Eksak (ENL), jika memiliki Aghpy; = 0. Fungsi
Gauge dengan A¢hpy; = 0 disebut fungsi Gauge
Eksak (EGF). Kondisi A@p,,;; = 0 terpenuhi ketika
Grun(te) = Pruu(ts) =0, atau Py (te) =0
dan ¢y (t,) = 0, diberlakukan dan Lagrangian
Null Eksak adalah Lagrangian Null yang fungsi
Gaugenya membuat invarian aksi. Invarian aksi
digunakan untuk menetapkan batasan dari fungsi

arbitrer dalam Lagrangian Null, Lggy (X, X, t) pada
persamaan (11) dan fungsi Gauge ¢sgn1 (X, t) pada
persamaan (10) dan membuat kedua persamaan ini
Eksak, dengan mengambil ¢4y, (t;) =0 dan
Psgn (t,) = 0, kondisi berikut diperoleh:

1
Efl(te)xg + f2 (te)xete + f3(te)xe
+ f,(t)t. =0 (24)

dan
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1

Efl(to)xg + fz(to)xoto + f3(t0)xo
+f4-(to)to =0 (25)

dengan x, = x(te) dan x, = x(ty) menunjukan

titik akhir. Lggpn(X,x,t) dan ¢hsgn(x,t) adalah

cksak, jika fungsi arbitrer terpenuhi pada kondisi
berikut  ini. Kondisi pertama dapat diselesaikan

dengan  mengambil  f3 (t.) =— % dan
fa(te) = —fo(te)x, . Maka diperoleh  untuk
persamaan (76)

1

Efl(te)xs + /2 (te)xete + f3 (te)xe

+ fa (te)te =0

2
e PP e,

_fz(te)xete =0 (27)
solusi serupa berlaku untuk t, menunjukan bahwa
nilai akhir untuk fungsi dapat berhubungan satu sama

lain.

§f1(to)x5 + fa(to)xots + f3(t0)%0
+f4(to)to =0

1 fi(t,)x2
Shto)xs = ===+ fo(to)xot,
— f2(to)x0t, = 0. (28)
selanjutnya, diperoleh Lagrangian Null Eksak (ENL)
d (x,,t
Ly (6, %, £) = (d’sgndt erte))

LEI\_/L (x' X, t)

=[5 Aex? + 3 7
Fitoxt + £ 7]
Faltot + 5200 %]

Faltoet 5200 7] 29

d (¢sgn (xo, toj)
dt

N RPN RN RN =

LENL (X, X, t) =

LEI\_/L (x' X, t)

= % fi(to)xd +%f1(to) x'oz:
- % f1(to)x} +%f1(to) x'oz:
+ % f2(to)xd +%f2(to) x'oz:
~[5 Attt +3 120000 507 (30
Menerapkan  prosedur  yang  sama  pada

Lpsgn (X, x,t) pada persamaan (22) dan ke fungsi

10
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Gauge umum yang dihasilkan ¢y (X, X, t)
persamaan (21), kondisi pada fungsi arbitrer adalah:

¢nsgn(x) h1E 3 In |h2 (t)x + h4(t)|
hl(te) _
[hz(te) In|h,(t.)x, + ha(te)| =0, 3D
dan
h(t)
¢nsgn(x) h, ( ) ——In |h2 (t)x + h4(t)|
hl(to) _
[hz(to) In|h,(ty)x, + he(t,)l =0 (32)

karena ln[h2 (te)x + h4(te)] #0 dan
In[h,(t.)x + hy(t.)] # 0, kedua kondisi
menetapkan batas ketat pada fungsi hy(t), yang nilai
akhirnya harus menjadi hy (te) = 0dan h, (to) =
0, namun prosedur tersebut tidak memaksakan

batasan apapun pada baik pada h; (t) atau hy(t),

¢nsgn(xe: te) = [h:ite; lnlhz(te)xe
+ h4(te)| =0
0
¢nsgn(xe: te) = [m] lnlhz (te)xe
+ hy(te)l =0, (33)
d nsgn e e
Lyent, (%, x,t) = ¢ gdix te))

Lygni (%, x,t) .
0[hy ()% + hy(t)xe] + h 4 (te)

(hy (te)[hz_(t(e)age + Ry (2)])

0 0[h,(te)]
* [hz(te) ) ]lnlhz(te)xe + hy(te)l
-0 (34)

¢nsgn(x0:t0) = [ 1(to) In|h, (t)x,

hZ( o)
+ h4(to)| =0
0
ragn s fa) = [m] In|hz (£6)%,
+ h4(to)| =0 (35)
Lygn, (%, x,t) = d(d)nSgr:iixo, to))

Lygy (%, x,t) )
_ 0[h, (to)%o + hy(£)x0] + h 4(to)
(hy (to)[h[z' (to)x]o + hy (o)1)
0 0[h,(to)
— In|h,(ty)xe + ha(ty)l
hy(ty)  h3(ty) 20770 Ao
=0. (36)
Analisis Aplikasi Lagrangian Null Nonstandar
untuk Hukum Inersia Newton
Misalkan (x,t) adalah kerangka inersia dan
(x',t") adalah kerangka inersia lain yang bergerak
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relatif antara satu dengan yang lain dengan vy =
konstan dan misalkan asal-usul sistem berhimpit pada
t =t =ty =0. Kemudian transformasi Galileo
menghubungkan kedua sistem yakni x =x-
Vot dant’ = t, dengan kata lain, partikel klasik yang
bergerak dengan kecepatan U = X dalam sistem
(x,t) memiliki kecepatan u' = &' dalam (x',t).
Kedua kecepatan dihubungkan oleh transformasi
Galileo, schingga U’ = u — . Misalkan (x,v,2)
menjadi sistem koordinat kartesian dan biarkan t
menjadi waktu di semua bingkai inersia, maka
gerakan satu dimensi benda dalam bingkai inersia

diberikan oleh ﬁox (t) =0, yang mewakili Hukum
Inersia. Solusi dari Dx =0 dapat ditulis sebagai
x(t) = at + b, di mana a dan b adalah konstanta
integrasi, dengan mengatur kondisi t, = 0 dan
te = 1 menjadi kondisi akhir dan x(0) = Xog =
1,x(1) =X = 2, dan X(O) = U, menjadi kondisi
awal, kemudian @ = uy dan b = x dan x(t) =
x(t) = pot + 1.

Lagrangian standar untuk persamaan gerak ini

Ut + Xg solusi menjadi

diberikan oleh persamaan (4), dengan koefisien b =

¢ =0, dan tidak ada fungsi arbitrer yang akan
ditentukan, untuk memperoleh Lagrangian Null
Standar umum dan fungsi Gauge tepat, kondisi pada
persamaan (24) dan (25) harus diterapkan pada
fungsi arbitrer. Agar Lagrangian Null Eksak, aksi
harus invarian yang mengharuskan persamaan (24),

1
Efl(te)xg + fo(te)xete + f3(te)x,
+ fa(te)te =0
dengan cara mengsubtitusikan nilai x W=x,=2
dan t, = 1, maka diperoleh:

LA+ AD +AD+ED =0 @)

dan persamaan (25)

1
Efl(to)xg + f2(to)xots + f3(to)x,

+ fa(to)t, =0
mengsubtitusikan nilai X (0) = x, = 1dan ¢, maka
diperoleh:

A0 = =3 A0 (38)

kondisi ini menjamin bahwa Lggp (x,x,t) dan
¢sgn(x,t) masing-masing adalah Lagrangian
Standar Umum Eksak dan Fungsi Gauge Umum
Eksak.

Menentukan Lagrangian Nonstandar untuk
Hukum Inersia

Sistem koordinat kartesian (X, Y, Z) dengan t waktu
untuk pada semua kerangka inersia, maka gerakan
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satu dimensi pada kerangka acuan inersia diberikan
oleh Dyx(t) =0

di mana:

Dox(t) =& (x(t)) + () 222 4 (p)

dengan b= 0 dan c=0 men]adl persamaan gerak

d(x(t))

untuk Hukum Inersia dengan mengikuti bentuk
umum dari persaman Lagrangian Nonstandar

Lns (X, x,t) = a,(t)x + a,(t)x + as(t)

Kondisi pertama untuk ds (t) =0, maka

v 1 . .
Lps (X, x,t) = 0 (Dx+ay(Oxtas©) menjadi
Ls (x,x,t) = m, selanjutnya

mensubtitusikan persamaan Lagrangian Nonstandar
tersebut ke dalam persamaan Euler-Lagrange

d(@Lns> (6Lns>_0
de\ ax ox )

d
— (Cai®lay (O + a, (0] )

a,(t) _
(g, D% + ap (D02
1<al(t) N 3az(t)> .
a@® " a® )
<az(t) AGLAG)
a;(t)  2a2(t)
O\ _,
2a2 (t)> x=

dengan membandingkan persamaan ini dengan

persamaan Dx =0, diperoleh dua kondisi
berikut

1a,(t) 3a,(t)
2a© 2o @ (39

i) 140 a0  a3©
a (t)  2a;(t) a;(t) * 2af(t)
=c(t) (40)

dengan nilai dari b(t) dan c(t) sama dengan nol,

selanjutnya untuk kondisi kedua dengan a3 ) #0,
dengan menggunakan cara yang sama, schingga

persamaan
1

Lns G2, 0) = o e an®
ke dalam persamaan Euler-Lagrange,

d (Lns\  (OLns\

i)~ () =0

df az () )
(a1 (O)% + az(O)x + az(®)

disubtitusikan

_ <_ a,(t) ) ~ 0
(a1 (O)% + ay(O)x + az(®)
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[—a,(t) + ay ()]
[a; ()% + a,(t)x + az(t)] +
a(®)x +a, (% + a,()x
2 ( 1 +a2(t)15c + dj (5 )a1 (©)

3
(a (®)x + a;(®)x + as(D))
schingga diperoleh:

1/a;(t) 3a,(®)\ .
(al(t) TG )"
(az(t) _a®a©) a0 )
a;(t) 2a2(t) 2a2(t)
<a3(t) _ 4 (Daz(®) | az(®) ax(®) ) 3
a, (1) 2a3(t)  a;(©D2a,(t))
a3(t) 1a:(0)as(®)  as(t) a,(0)
a; () 2a;(0)a;(t)  a;(t) 2a4(t)
=0 (41)
di mana a,(t),a,(t) dan as(t) adalah

fungsi arbitrer yang dapat terdiferensiasi, hal ini

berarti bahwa suatu fungsi dapat diturunkan pada
suatu titik ketika ada turunan yang ditentukan pada
titik tersebut, dan integral, jika dan hanya jika:

a,(t) = elu® (42)

a,(t) = g [b(t) - %u(t)] ehu(® (43)
2L,(t)  Ip(t)

az(t) =e 3 e 3 (44)

I,(t) = fu(t)dt, yang merupakan solusi dari

persamaan Riccati

1,(t) = f b(t)dt

mengeliminasi a; (t) dari persamaan (39) dan (40)

dan  mendefenisikan  u(t) = algti schingga
diperoleh:

u(t) + %uz =0 (45)

yang merupakan bentuk khusus dari persamaan
Riccati, dengan solusi untuk persamaan (45) dengan
menggunakan transformasi

v(t)
v(t)

dengan v(t) mewakili solusi untuk ¥(t = 0) yang

u(t) = 3——= (46)

merupakan kondisi tambahan. Kondisi awal v(t =
0) = vy dan ¥(t = 0) = ay berbeda dari yang
digunakan untuk ﬁox (t) = 0, kemudian solusinya
menjadi v(t) = ag + vg dan fungsi a4 (t),a,(t)
dan a3 (t), setelah diperoleh hasil

a;(t)

= C,(apt

+ v9)3 (47)

di mana C; adalah konstanta integrasi.

ay(t) = —Crag(aot + vo)? (48)
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as (t) diperoleh dengan mengeliminasi aq(t) dan
a;(t) pada persamaan (41)

as3(t) = C;C;(agt + vo)? (49)
selanjutnya mengsubtitusikan @y (t), a,(t) dan
az(t) ke dalam persamaan (16), untuk
persamaan on(t) =0, untuk memperoleh
Lagrangian Nonstandar

1

Lps (X, x,t) = a,(t)x + a,(t)x + as(t)

Lys(%,x,t)
1

- Cl(aot + v0)35C - Clao(aot + vo)zx
+C1C2(a0t + vo)z

Ly (%, x,t)

3 1 1 50

© €y (apt + v9)? (apt + vp)x’ (50)
—apx + C,

ini  merupakan contoh pertama  Lagrangian
Nonstandar untuk Hukum Inersia Newton yang
diturunkan bergantung pada dua konstanta yakni
Qg dan vy, yang diberikan oleh kondisi awal untuk
(t) = 0 dan dua konstanta arbitrer C; dan C,,
yang dapat ditentukan oleh kondisi awal untuk
on =0, untuk memverifikasi L, (X, X, t)
memberikan ﬁox(t) = 0 ketika diganti dengan
persamaan  Euler-Lagrange. Lagrangian Null
Nonstandar Lnsgn(x, x,t) dan fungsi Gaugenya
¢5ngn(x, t) diberikan oleh persamaan (22) dan
(21), agar Lagrangian Null Nonstandar dan fungsi
Gaugenya eksak, maka perlu mematuhi kondisi
seperti pada persamaan (31) dan (32), dimana :

hq(te

[h:?%] Injhy (t.)xe + ha(te)] = 0, dan
hq(to _

I:hz(to):l lnlhz (to)xo + h4(t0)| =0

selanjutnya disubtitusikan nilai dari t, = 1,x, = 2,

to =0, X, =1 pada kedua persamaan tersebut,

sehingga diperoleh
(1)
dnen(21) = hlgl; In|h,(1)2 + hy (D]
=0
h,(1
dnev(2,1) = #8 In|2h,(1) + hy (D]
=0 - (51)
dan
e (0)
e (01) = h:EO; In|h7(0)1 + hy (0)|
=0
h.(0
dnen(0,1) = #EO; In|h;(0) + h4(0)]
=0, (52)
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karena In[h,(1) + hy(1)] # 0 dan In[h,(0) +
h4(0)] # 0, nilai akhir fungsi hq(t) harus h, (1) =
0 dan h4(0) = 0, nilai akhir dari h(t) atau h4(t)
tidak dibatasi oleh kondisi eksak,
d 2,1
Lygiv (%, x,t) = (PN%()
t
Lygiy (%, x,t) )
_0[h, (D24 hy (1)2]R 4 (1)
(hy (D[R (D2 +hy (DD
0 0[h(1)]
- 1)2 1
5~ S iz + hac)
=0 (53)

dan
dpnein(0,1)
dt

Lygiv (4, x,t) =
Lypiy (%,%,1)
_ 0[h; (0) + Ay (0)]h 4 (0)
~ (hy (0)[hy (0) + Ry (0)]
0 0[hp(0)]

+ [hz(o) "2 0) In|h;(0) + hy(0)]

=0, (54)
persamaan (53) dan (54) merupakan Lagrangian Null

Nonstandar Eksak untuk Hukum Inersia Newton

(LNEIN)

KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan kajian yang dilakukan, Lagrangian Null
Eksak dapat diperoleh jika fungsi Gaugenya membuat
invarian aksi yang bertujuan memberikan batasan
pada nilai akhir dari fungsi arbitrer, selanjutnya
diterapkan pada persamaan diferensial biasa (PDB)
yang merepresentasikan Hukum Inersia Newton di
mana Lagrangian Null Nonstandar umum Eksak dan
Fungsi Gauge umum Eksak yang sesuai diturunkan.
Ditunjukkan ~ bahwa  Lagrangian  Nonstandar
Dx =0 yang merepresentasikan Hukum Inersia
Newton adalah Lagrangian Null Nonstandar Eksak
untuk Hukum Inersia Newton diperoleh.
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